MOMENTOS E FUNCOES GERADORAS

HELIO BERNARDO LOPES!

Resumo. O presente texto visa mostrar, de um modo tdo
unificado quanto possivel, a tematica dos momentos e das
funcBes geradoras, estas Ultimas muito ausentes, atualmente,
das disciplinas de Teoria da Probabilidade, e, estranhamente,
quase sempre mal recebidas quando apresentadas.

O texto pode também servir de ponto de partida para
desenvolvimentos mais profundos do tema, tratado ja entdo ao
nivel de pds-graduacfes diversas, até porque, manifestamente,
ele vai mais longe do que o nivel usualmente presente naquelas
disciplinas.

No estudo da Teoria da Probabilidade estd sempre presente o tratamento dos momentos das diversas
distribuicbes estudadas, desde que 0s mesmos existam.

O seu significado pleno, contudo, fica longe de ser percebido e integrado na compreensao adequada
das correspondentes distribuicoes.

Em contrapartida, de um modo muito geral, as fun¢Bes geradoras de probabilidades e de momentos, a
funcdo carateristica e os cumulantes, s6 muito ligeiramente sdo abordados, passando completamente em
claro o seu significado, as suas relagdes, as respetivas potencialidades, e, mais ainda que tudo isto, o seu
potencial explicativo sobre o tipo de distribuicdo resultante de operagdes algébricas, ou mesmo
transcendentes, entre variaveis aleatorias diversas.

Por tudo isto, esperando contribuir para a ultrapassagem desta situacdo, generalizadamente
reconhecida, se decidiu escrever o presente texto.

Quando se trabalha com uma distribuicdo probabilistica, seja discreta ou continua, é essencial
conhecer o dominio da correspondente variavel aleatoria, ou vetor aleatério, e a respetiva funcdo massa
de probabilidade ou funcdo densidade de probabilidade, ou, em alternativa, a funcéo distribuicao.

O conhecimento do dominio da variavel aleatéria em estudo determina, de imediato, o ambito de
tratamento do problema, em cujo seio se consideram o0s acontecimentos que podem ter interesse para o
problema.

Em contrapartida, este conhecimento ndo permite compreender completamente a estrutura da
distribuicdo probabilistica em causa. De um modo geral, essa estrutura estd muito distante da
uniformidade, sendo, pela natureza das coisas, expectavel que a mesma se concentre em torno de um
ponto distante dos extremos do dominio da varidvel aleatéria em estudo, atenuando-se & medida que se
caminha para esses extremos.

Significa tal que se impde encontrar instrumentos que fornecam indicagdes, razoavelmente seguras e
universalmente interpretaveis, sobre o0 modo como a unidade probabilistica se distribui ao longo do
dominio da variavel aleatéria em estudo.
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Ora, os designados momentos sdo alguns desses instrumentos, que sdo, em esséncia, de dois tipos:
momentos em relacdo a uma certa constante C € R, e momentos absolutos em relagdo a essa mesma
constante. Note-se, contudo, que existem distribui¢cGes que ndo tém momentos.

Seja, entdo, X uma variavel aleatoria qualquer e g( X ) uma fungdo mensuravel da mesma, que seja
ainda uma variavel aleatdria.

Admita-se, por igual, que g( X ) seja discreta ou continua se X o for, respetivamente. Da-se 0 nome
de momento de ordem N € N, de g(X)em relagdo a constante C € R ao valor:

(900 -¢)'|= X ax) ~ ] py (9

xeZ

onde P, (X) é a funcio massa de probabilidade de X , no caso de X e de g(X)serem variaveis
aleatorias discretas, desde que a série anterior seja absolutamente convergente, ou seja, que exista em R:

Ello0x) -d"] = Xla0) - " py ().

xeZ

A esta Ultima expressdo da-se também a designacdo de momento abasoluto de ordem N e
N, de g(X) em relago a constante C € R.

No caso de X e de g(X) serem variaveis aleatorias continuas, define-se momento de ordem n €
N, de g(X) em relacdo a constante C € R como sendo:

E[(g(X)-c)”]: f(g(X)—c)nfx(x)dx

desde que o anterior integral seja absolutamente convergente, isto é, que exista em R o valor de:

E[\g(X)-c\”]: ﬂg(X)—c\”fX(x)dx.

E, a semelhanca do caso discreto, esta Ultima expressdo toma 0o nome de momento absoluto de ordem
n e N, de g(X)em rrelagdo a constante C € R.

Se se considerar a fungéo da variavel aleatoria X :
g(X)=X

também ela aleatdria, as expressdes anteriores passardo a ser:

E[(X —c)”]:Z(x—c)” P (X) < E[IX —C|n]=Z|X—C|n P, (X) € R

xeZ xeZ

E[(X—c)”]zT(x—c)”fx(x)dx = E[|X—C|n]=T|X—C|an(X)dXeR



respetivamente, para os casos discreto e continuo, e onde o valor de cada uma das primeiras expressdes s6
existe se for absolutamente convergente, ou seja, se o valor da correspondente segunda expressao existir
emR.
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Como é evidente, quando, no caso discreto, o dominio da variavel aleatéria é finito, as séries
consideradas degeneram em somas que, naturalmente, existem sempre em R.

Ora, quando C = 0 o0s momentos sdo designados por ordinarios, ou seja, calculados em relagdo a
origem do corpo real, vindo nesta situaco:

#y = E[X"]= 2 x"p, (%)

xeZ

desde que exista em R o valor:

E[IXI"]= 2 X" py (x)

xeZ

onde a primeira expresséo representa 0 momento ordinario de ondem N € N, e a segunda 0 momento
absoluto ordinrio de ordem N € N, , no caso em que X é uma variavel aleatéria discreta, e tendo-se:

= E[X"] = [x"f, (x)dx
se existirem R o valor:
E[IXI"] = [IxI" f, (x)dx

no caso continuo.

Note-se, todavia, que se podem definir momentos de ordem -N, com N € N, ou seja, para
valores de N inteiros e negativos, tendo-se, por exemplo, as expressoes:

. 1
u,=E Y
e
-1
lim£—=
n—0 n

onde a primeira representa a média harmonica e a segunda a média geométrica. E podem, por igual,
definir-se momentos fracionérios.

Se o dominio de X , designado intervalo de variagdo de X , tiver grande amplitude, os valores de

X" serdo grandes, em médulo, para a generalidade dos valores da variavel aleatéria. Ao contrério, pois,
do que se passa no caso em que o intervalo de variacdo seja bastante menor.

Porém, tal indicador pouca ajuda pode fornecer, porque o primeiro momento ordinario de X pode ser
0 mesmo, ou muito préximo. Mas 0 mesmo ja ndo ocorre com o primeiro momento absoluto ordinario,
que variara diretamente com a amplitude do intervalo de variagdo de X . Um exemplo esclarecera o que
acaba de dizer-se.



Seja, entdo, a variavel aleatdria continua, definida por:

x+1 < xe[-10]

fy(x) =
-x+1 < xelo]]

Tem-se, no presente Caso:
E[X]=0 A E[X[]]=1

Em contrapartida, para a variavel aleatéria X , igualmente continua, dada por:

1 1
EX+E <= X e[—2,0]

E[X]=0 A E[X[]=2

Ou seja, mau grado a unidade probabilistica se encontrar distribuida em intervalos de variacdo
distintos, o segundo com uma amplitude dupla da do primeiro, ambas as variaveis aleatérias apresentam o
mesmo valor para o primeiro momento ordinario. Ao contréario, 0 primeiro momento absoluto ordinario
cresceu com o crescimento do intervalo de variagéo.

Acontece que as variaveis aleatdrias acabadas de expor sdo simétricas em relagdo a 2, = 0, podendo

mostrar-se que, numa tal circunstancia, todos os seus momentos de ordem impar em relagio a 4 séo
nulos, embora se deva referir que a reciproca nédo € verdadeira.

Para as duas variaveis aleatérias consideradas, o seu primeiro momento ordinario € o mesmo, embora
apresentem intervalos de variacdo muito distintos. O efeito desta dltima realidade, como se viu, fez-se
sentir através do primeiro momento absoluto ordinério, onde o efeito da consideracdo do operador
modulo foi o de tornar positivo o valor da varidvel que surge a multiplicar a respetiva funcdo densidade
de probabilidade, sempre ndo nula.

Estes factos permitem intuir que a simetria das anteriores variaveis aleatorias esta ligada ao valor dos
momentos de ordem impar em relagdo a4 =0, ao passo que a maior ou menos proximidade dos

valores dessa variavel se encontra ligada aos momentos de ordem par, que tém sobre os valores da
variavel aleatdria, positivos ou negativos, 0 mesmo efeito que o criado pela aplicagdo do operador
madulo.

Ao primeiro momento ordinario de uma varidvel aleatoria, discreta ou continua, da-se 0 nome de
valor médio dessa variavel aleatoria, sendo designado por £ . Representa o centro da distribuicéo, em

tono do qual a fungdo massa de probabilidade, ou a funcdo densidade de probabilidade, se distribui. E,
como pdde ja referir-se atrds, na grande generalidade das distribuigdes, qualquer daquelas fungdes
apresenta o seu maximo nas proximidades do respetivo valor médio.

E essencial salientar que a existéncia de momentos de ordem elevada estd ligada & baixa
probabilidade de ocorrerem valores de X que, em modulo, sejam elevados, ou seja:



P(IX|>n)

é um infinitésimo de ordem superiora X ", com n € N .

Assim, a caraterizacdo de uma distribuicdo probabilistica comecara pela consideragdo da respetiva
natureza, ou seja, se se esta perante uma variavel aleatéria discreta ou continua.
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A segunda carateristica dessa distribuicdo é o intervalo de variagdo da correspondente variavel
aleatéria. Ele dara, ao menos, duas indicagdes: a regido do eixo real onde a varidvel aleatdria pode
assumir valores, e a maior ou menor concentracdo da distribuicdo da unidade probabilistica nesse
intervalo.

A terceira carateristica de uma distribuicdo €, pois, o seu valor médio, que é, na enorme generalidade
dos casos, e desde que exista, o principal indicador do centro da distribuicéo.

Nesta fase, torna-se essencial e ja possivel introduzir o novo conceito de momento central de ordem
N € N, de uma variavel aleatoria, e que corresponde ao caso em que C = /4 :

= E[(x =) [= - ) a0 = E[x -] = Xlx- sl pu (0 v

xeZ xeZ

E|(x -4)']= ij:(x ) 09k = E[x - ]= z\x ] (dx € R

respetivamente, para os casos discreto e continuo, e onde cada uma das primeiras expressdes so existe se
for absolutamente convergente, ou seja, se a correspondente segunda expressao existir em R.

Ora, como pode ja referir-se, e como se terd intuido do exemplo anteriormente apresentado, 0s
momentos de ordem par fornecem uma indicagdo da concentragdo da distribuicao probabilistica: se forem
muito pequenos, essa concentragdo sera grande, porque os valores da varidvel aleatdria serdo proximos;
se forem grandes, sera inversa a situag&o.

Isto mostra que devera tomar-se como medida da concentracdo da distribuicdo em torno do seu valor
médio um dos momentos centrais de ordem par. A questdo a que tem de responder-se é esta: qual a ordem
desse momento?

Se se tiver presente que o segundo momento, seja ordinario ou central, se exprime no quadrado das
unidades usadas na medicdo dos valores de X , e que a sua raiz quadrada se exprime nessas mesmas
unidades, de imediato se percebe que o momento central que deve ser usado para indicar o grau de
concentracéo da distribuicio de X ao redor do seu valor médio é o segundo, dado por:

1 =E|(X =) | = X (k- ) pe ()

= E|(X-4)| = ij:(x—;g)z £, (X)dx

respetivamente, nos casos discreto e continuo. Este segundo momento central de X toma o nome de
variancia de X . A sua raiz quadrada, tomada com sinal positivo, é designada por desvio-padrdo de X ,
escrevendo-se oy , e exprime-se nas mesmas unidades de medida dos valores da variavel aleatoria.

Assim e em sintese, designar-se-30 os momentos ordinarios de X por:



4y =E[X"]

e 0s momentos centrais de X por:
A\ N
Hy = E[(X —,Ul) ]
com N € N, e nas condigOes de convergéncia antes referidas.

Ora, como comparar as distribui¢fes de varidveis aleatdrias com intervalo de variacdo, valor médio e
desvio-padréo distintos? O indicador preferivel, quando é o desvio-padrdo o parametro usado na medicédo
da dispersdo absoluta dos valores de X em torno do seu valor médio, é o designado coeficiente de
variacdo:

que é um valor adimensional e que fornece uma indicagcdo do “peso” do desvio-padrdo face ao valor
médio. Mede, pois, a disperséo relativa da distribuicdo de X , ao contrario de o , que mede a dispersdo
absoluta.

Uma outra carateristica que importa quantificar, quando se estuda determinada distribuicdo
probabilistica, é o seu grau de assimetria face ao respetivo valor médio. Uma vez que no caso de ser a
distribuicdo simétrica em relacéo a esse parametro todos os seus momentos centrais de ordem impar séo
nulos, € natural recorrer a estes com a finalidade de caraterizar o grau de assimetria da distribuic&o.

Neste sentido, é usual empregar como coeficiente de assimetria de uma variavel aleatoria X o
parametro:

_H
V1= O'>3<
que &, por igual, um parametro adimensional. Se 7, = 0, a distribuigdo é simétrica relativamente ao seu
valor médio. Se o valor médio de X estiver mais proximo do extremo esquerdo do intervalo de variagéo,
havera uma predominancia da probabilidade na regido dos valores do dominio de X superiores a,ul' , pelo
que y, sera positivo, dizendo-se que a distribui¢do tem assimetria positiva. Se ,u1 estiver mais préximo do
extremo direito do intervalo de variagdo, haverd uma predominancia da probabilidade na regido dos
valores do dominio de X menores que ,ul', pelo que y, sera negativo, sendo a distribuigéo assimétrica
negativa.

Finalmente, o indicador destinado a medir o grau de achatamento da distribuicdo de X , naturalmente
ligado ao grau de concentragdo da mesma em torno do seu valor médio.

Viu-se ja que essa concentracdo se encontra ligada aos momentos centrais de ordem par, sendo
natural escolher os dois primeiros momentos dessa ordem, dado que o de ordem dois, ou variancia, se
encontra ligado a referida concentracdo, e que o de ordem quatro sera maior que a variancia quando a

predominancia da probabilidade surgir na regido dos valores de X distantes de £ por um valor maior
gue a unidade, e sera menor quando essa predominancia surgir na regido que satisfaca a condigao:

X - p| <1



Assim, o coeficiente destinado a medir 0 achatamento - ou kourtosis - da distribuicdo de uma variavel
aleatéria X serd o dado por:

Y7,
B="% & y,=5-3
Ho

dizendo-se mesoctrtica a distribuigdo sey, = 0, leptocurtica sey, > Oe platicurtica sey, <0. E,
como facilmente se percebe, também este parametro é adimensional.

Convém salientar agora que o operador E , designado esperanca, é um operador linear, ou seja,
satisfaz a condigéo:

E[gaixi}zgaﬁ[xi]

com N eN,,  €R,eX, varidveis aleatorias, (i = 1,...,n).

Neste ponto € ja facil estabelecer a relagdo existente entre 0s momentos ordinarios € 0s momentos
centrais de uma variavel aleatdria, desde que 0s mesmo existam.

Como se referiu atrés, o momento central de ordem N € N ; de X , no caso de existir, é:

Hy = E[(X _/un) ]
Ora, desenvolvendo a expresséo:
A\ N
(X =)
através da Férmula do Bindmio de Newton, vira:
A\, \0 4 n— A\l o, _ W\ 2 n A\ N
(X _/Ul) ="CX n(lul) —C, X 1(%) +'C, X " Z(M) _"'+(_1) nCnXO(ﬂl)
pelo que se tera;
n : P . P
i =E[(X - ) |2 E| 207, X2 ()" |= X077, (1)’
p=0 p=0
Um caso de grande importancia é aquele em que N = 2, ou seja:
. W\ 2
Hy = Hy — (M)
que surge usualmente com a simbologia:
2 2
V[X]=E[x?]-(E[X])
e que facilita bastante o calculo do valor da variancia de uma variavel aleatéria.

Mas é também possivel exprimir os momentos ordinarios em funcgdo dos absolutos. Tendo presente
que se tem:



K =[x =) ] =2, (x ) ()’
Ho = E[X”]Zgncpﬂnp(“i)p

gue permite, pois, exprimir o momento ordinario de ordem N € N, de X em funcdo dos momentos
centrais, embora também de uma poténcia do valor médio de X .

Mau grado o tema ter sido ja abordado atras, convém salientar que a expressao:

>IN Py (%)

xeZ

a, = E[|X["] =

[Ix" £ (x)dx

representa o designado momento absoluto ordinario de ordem N € N, de X , sendo:

Z‘X - ,Ui‘n Px (X)

n] xeZ

[Ix =" £, 0)x

a, =EUX—,ul'

o momento absoluto central de ordem N € N, de X , respetivamente, nos casos discreto e continuo.

Ora, o primeiro momento absoluto central de X , designado desvio médio:

o, = E[|X = 4]
é usado, com grande frequéncia, como medida da dispersao da distribuicdo de uma varidvel aleatéria.

Por fim, um outro conceito que importa introduzir, e que é o de momento fatorial de ordem N €
N, de X , definido por:

Zx(x—l)...(x—njtl)pX (x)

t = E[X(X =1 (X —n+D]={"
[x(x=1)..x=n+ D f, (x)dx

—00

nos casos discreto e continuo, e em que a série e o integral s6 existirdo se forem absolutamente
convergentes.



Ainda antes de abordar as diversas funcdes geradoras, é essencial fazer uma referéncia a designada
Desigualdade de Jensen, segundo a qual:

E[g(X)]> g(E[X])

onde X é uma variavel aleatéria e g uma fungdo convexa e mensuravel de X , que seja ainda uma
variavel aleatoria. Se g for concava, o sentido da desigualdade é o inverso.

Esta desigualdade permite, por exemplo, compreender que se tem:
E[x?] > (E[X])*

correspondente ao caso em que g(X) = X %, ou:

onde se tem g(X) = X ™, ou também:
E[In X] < In(E[X])
onde se tem g( X) = In X , que é uma fungo concava.

Vejam-se, por fim, as diversas funcdes geradoras, de probabilidades e de momentos, comecando pela
prépria nocao de fungdo geradora.

De um modo muito geral, se (P, ),N € N, for uma sucessdo de termos em R, a série de poténcias
det:

TI(t) = > p,t"
n=0

da-se o nome de fungdo geradora dos termos da sucesséo ( P,), e onde a série se supde absolutamente

convergente no conjunto definido pela condigdo |t [<F,com I € R, .

Ora, se a anterior sucessao for limitada, € facil concluir, por comparagdo com 0 que se passa com
uma série geométrica, que a anterior funcéo geradora é absolutamente convergente no conjunto definido
pela condigéo |t |<1.

Assim, quando se esta perante uma variavel aleatoria discreta, definidaem N, , para a qual se tem:
+00
p,20 A D.p,=1 A P(X=n)=p,

n=0

a anterior fungdo geradora toma a designacdo de fungdo geradora de probabilidades, com a série
absolutamente convergente se |t [<1, designando-a por IT, (t) . Ora, esta fungo pode definir-se por:

I, (1) = E[t*] = pot® + p,t* + p,t? +-~-=ipnt”.
n=0



Designa-se esta funcdo por funcdo geradora de probabilidades pelo facto dos coeficientes das
poténcias t*, seremas probabilidades, P, , da variavel aleatoria assumir valores no dominio, N ; .

Note-se, contudo, que a derivada de ordem n € N,de IT, (t), calculada em t =1, representa,
precisamente, 0 momento fatorial de ordem N € N, de X :

A funcéo geradora de probabilidades pode fornecer excelentes simplificagdes no calculo dos valores
de p, = P(X=n),neN o » €M situagOes complicadas.

Conceito de maior interesse, pela muito maior latitude das suas aplicagdes, é o de funcdo geradora de
momentos, que se define por:

M (t) = E[e"]
sendo t um parémetro real.

Uma vez que, como se conhece ja:

(tX)*  (X)* (tX)°

X _
e’ =1+tX + o) + 31 + a1

vira, por aplicacio do operador esperanca, E :

+

M, () = E[e*] = E{1+tX+(t>2(!) (D;) +}

3

E[1]+tE[X]+t2—2!E[X2]+%E[x3]+...

t? t®
= Lty 5ot gt o+

0 que mostra que se tem:
M (0) = u,
conneN,eM, (0)=1

Seem M, (t) se substituir X por X — £z, e tendo em conta que se tem:

e S (X - )+ X ;M)]Z + (% ;I'ulﬂs o

vird a nova funcdo geradora de momentos centrais, apds aplicagdo do operador esperanga, E :



2 t3

t
i O =1ty oy o+
vindo, deste modo:

M{” . (0) =,
comNeN,e MX%(O) =1
E torna-se facil mostrar que se tem:

M () =e“M, (1)

X

que permite deduzir os valores de M, (t) a partir dos de M X—is (t) e vice-versa.

Convém salientar, porém, que a existéncia de momentos para uma variavel aleatoria ndo garante a
existéncia de funcdo geradora de momentos, o que constitui, pois, uma limitacdo inerente a este conceito.

Mais importante, contudo, é a funcdo carateristica de uma varidvel aleatéria, uma vez que,

contrariamente ao caso da fungdo geradora de momentos, a funcdo carateristica existe sempre, definindo-
se como:

wy (t) = E[eitX]
com t pardmetro real e onde | é a unidade imaginaria.

Dado que se tem:

. (i) (ix)® (itx)®
itX
e =1+1tX + T + 3l + a1 +

Vira:

i t2 it . ott
vy (0) = E[e™ [ =it — s =g+ +

pelo que se tem:

vy’ (0) =i"x,
comneN, ey, (0)=1

Ora, a existéncia de funcéo geradora de momentos determina a existéncia de momentos de todas as
ordens, o que ndo se da com a funcdo carateristica, que pode existir sem que exista, a0 menos, 0 primeiro

momento ordinario. E, como se sabe, se existir 0 momento de ordem N € N, de X, existem os
momentos de ordem inferiora N .

Esta funcdo goza de propriedades diversas, a primeira das quais é:

wy(0)=1

E, tendo presente que pela Férmula de Euler se tem:



e™ = cos(tX ) +isen(tX)
vy (1) = E[e™ ] = E[cos(tX ) +isen(tX)]
pelo que:
| ()] = |Ecos(tX) +isen(tX)] < E[cos(tx) +isen(tX)|] = 1

como pode provar-se facilmente.

Além do mais, a funcdo carateristica € hermitica, ou seja:
Wy (=1) = wy (1)
tendo-se, por igual:
V/aX+ﬁ (t) = eitﬂl/l(at)

como pode comprovar-se facilmente, e ondecx e/ sdo valores reais. Além do mais, a funcio
carateristica é ainda uniformemente continua em R.

Por outro lado, esta funcéo encontra-se ligada a fungo distribuicdo, F, (X) , através da condicao:

vy () = E[e™] = [e™dF, (x)

e sendo:

> e™p, (x)

xeZ

wy (1) =

[e™, (x)dx

nos casos discreto e continuo, respetivamente. Uma relagao que se estende, ainda, a propriedade:

1 ¢ sen(ht) .
Fe(ah)— F(a-h) = lim = [ <00ey, ot
-7

com &+ h e a—h elementos do dominio de F, (X), ai continua, ecom h e R™.

Assim, a funcdo carateristica determina, de um modo Unico, a funcdo distribuicdo que lhe
corresponde. E vice-versa.

Por fim, e ainda em torno do conceito de funcéo carateristica, note-se que, no caso de existirem, para
certa variavel aleatéria com determinada distribuicdo, momentos de todas as ordens, e sendo:



wy () =1+ iun (It)

a funcéo carateristica de X , pode definir-se a nova fungéo:

Ky (t) = log[w, (1)]

cujo desenvolvimento em série de poténcias de it é:
& (i)
Ky (t) =Dk, e
n=1 -
e onde aos coeficientes kn ,N € N, se da a designagdo de cumulantes da funcdo distribuicdo de X ,

F, (X).Ouseja, K, (t) é afuncéo geradora dos cumulantes de F, (X) .

Assim, nos termos do que acaba de referir-se, e de quanto se conhece ja da Analise Matematica, vira:

=1

. S AN <, (it)" S AN
~— & ' It zkn nt I® \ |t
wy () =1+ E ,,Un ( . E | Iog{l+ E_llun %}@9"1 =14 z_llun%

por cujo desenvolvimento do segundo membro, e posterior identificagdo dos coeficientes dos termos:

(it)"

n!

com N € N, , se obtém as expressdes dos cumulantes, tendo-se, para o0s trés primeiros:

Ky =t =34 + 2(%)3 = Hs-

Relembrando a nocédo de transformacédo integral de uma funcdo, tratada no dominio da Analise
Matematica, e aplicando-a aqui & funcdo distribuicéo, F, (X) , a mesma assume a forma conhecida:

TH(x,t)de (x)

desde que exista em R este integral, que é o integral de Lebesgue-Stieltjes.

No casoemque t € N, , tém interesse muito especial as situages:



H(x,t) = x'

H(X,t) = |X|t

H(x,t) = Xy =
x(x=1)..(x-t+1) < te{,23..}

ligadas, respetivamente, aos conceitos de momento ordinario, momento absoluto ordinario e momento
fatorial.

Em contrapartida, se t € R, tém uma importancia muito particular as trés novas situacdes:

K(x,t) =t"
K(x,t) =e*
K(x,t) =e™

que correspondem, respetivamente, as fungdes geradoras de probabilidades e de momentos, e a funcédo
carateristica.

Espera-se que o presente texto tenha conseguido tornar claros conceitos que sdo simples e, mais ainda
que tudo, tenha contribuido para mostrar a unidade entre momentos e funcdes geradoras, bem como o
respetivo papel na caraterizacdo das distribui¢Bes probabilisticas.



